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MỞ ĐẦU

Cho R là vành giao hoán Noether, I là iđêan của R và M , N là

hai R-môđun hữu hạn sinh. Một R-môđun K được gọi là môđun I-

cofinite nếu Supp (K) ⊆ V (I) và ExtjR (R/I,K) là hữu hạn sinh với

mọi j ≥ 0. Bài toán nghiên cứu tính I-cofinite cho các môđun xuất hiện

trong nhiều công trình nghiên cứu của các nhà khoa học trên thế giới

như A. Grothendieck, R. Hartshorne (những năm 1967), L. Melkersson,

K. Kawasaki, K. Bahmanpour, Nguyễn Tự Cường, Nguyễn Văn Hoàng,

Lê Thanh Nhàn,... (những năm sau này). Việc nghiên cứu tính I-cofinite

của một số môđun đặc biệt như môđun Artin, môđun đối đồng điều địa

phương Hj
I (N), môđun ExtjI (M,K) đã mang lại những thông tin quan

trọng về cấu trúc vành và môđun.

Năm 1970, trong luận án tiến sĩ khoa học của mình, J. Herzog đã

định nghĩa và nghiên cứu lớp môđun đối đồng điều địa phương suy

rộng Hj
I (M,N) ∼= lim−→n

ExtjR(M/InM,N). Lớp môđun này bao hàm

lớp môđun đối đồng điều địa phương và lớp môđun mở rộng nhưng nó

vẫn có những tính chất khác biệt. Do vây, như một điều tự nhiên đã

thúc đẩy ta tìm hiểu về tính I-cofinite cho lớp môđun này. Trong luận

văn này, ta tập trung tìm hiểu câu hỏi: Với những điều kiện nào thì

môđun Hj
I (M,N) là I-cofinite?. Từ đó, ta thu được các tiêu chuẩn về

tính I-cofinite của một lớp môđun đối đồng điều địa phương suy rộng

và lớp môđun đối đồng điều địa phương (như những hệ quả).

Định lý 0.0.1. ([5, Định lý 1.1]) Nếu I là iđêan chính thì Hj
I (M,N)

là I-cofinite với mọi R-môđun hữu hạn sinh M , N và mọi j ≥ 0.

Kết quả này là sự mở rộng của [14, Định lý 2.8] vì ta không cần giả
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thiếtM có chiều hữu hạn. Hơn nữa, những lý luận của đối đồng điều địa

phương được sử dụng trong chứng minh của K. I. Kawasaki [19, Định

lý 1] là không thể áp dụng để chứng minh định lý này vì Hj
I (M,N) là

không triệt tiêu với mọi j > 1. Do vậy, ta cần dùng một tiêu chuẩn về

tính cofinite đã được đưa ra bởi L. Melkersson trong [13]. Định lý sau

đây là kết quả chính thứ hai của luận văn:

Định lý 0.0.2. ([5, Định lý 1.2]) Cho t là số nguyên không âm sao

cho dim Supp (Hj
I (M,N)) ≤ 1 với mọi j < t. Khi đó Hj

I (M,N) là

I-cofinite với mọi j < t và Hom (R/I,H t
I(M,N)) là hữu hạn sinh.

Trong [2, Định lý 2.6], K. Bahmanpour và R. Naghipour đã sử dụng

tính chất cơ bản của đối đồng điều địa phương làHj
I (N) ∼= Hj

I (N/ΓI(N))

với mọi j > 0. Từ đó chỉ ra ΓI(N) = 0. Tuy nhiên điều này là không

đúng khi Hj
I (M,N) ∼= Hj

I (M,N/ΓIM (N)) với mọi j > 0, trong đó

IM = annR(M/IM). Do đó ta cần tới Bổ đề 2.2.3 chỉ ra rằng cho t, k là

các số nguyên không âm, nếu dim Supp (Hj
I (M,N)) ≤ k, với mọi j < t

thì dim SuppHj
I (M,N/ΓIM (N)) ≤ k. Hơn nữa, ta cũng cần tới các Bổ

đề 2.2.2 và 2.2.4 về môđun minimax. Đặc biệt, Bổ đề 2.4.4 giúp ta thay

vì nghiên cứu tính cofinite đối với iđêan I của Hj
I (M,N) thì ta chỉ cần

xét tính cofinite đối với iđêan IM . Xét trường hợp số chiều nhỏ, trong

[17, Bổ đề 3.1] đã chứng minh rằng nếu dim(N) ≤ 2 thì thương bất kì

của Hj
I (M,N) đều chỉ có hữu hạn các iđêan nguyên tố liên kết với mọi

j ≥ 0. Ta có một kết quả mạnh hơn sau đây

Định lý 0.0.3. ([5, Định lý 1.3]) Giả sử dim(M) ≤ 2 hoặc dim(N) ≤ 2.

Khi đó Hj
I (M,N) là I-cofinite với mọi j.

Từ Định lý này, ta có một hệ quả trực tiếp về tính cofinite của một số

môđun đối đồng điều địa phương (xem Bổ đề 2.5). Kết hợp Định lý 0.0.2
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và 0.0.3, ta có được kết quả về tính hữu hạn của tập các iđêan nguyên tố

liên kết của ExtiR (R/I,Hj
I (M,N)) với mọi i, j ≥ 0 khi (R,m) là vành

địa phương Noether và dim(N) ≤ 3 hoặc dim(M) ≤ 3.

Mục đích của luận văn này là trình bày chi tiết lại các chứng minh

của các Định lý 0.0.1, 0.0.2 và 0.0.3 đã nêu ở trên. Các chứng minh này

dựa trên bài báo chính là [5] của N. T. Cuong, S. Goto and N. V. Hoang

năm 2015, On the cofiniteness of generalized local cohomology modules,

Kyoto Journal of Mathematics 55(1), 169–185.

Luận văn gồm hai chương. Chương 1 trình bày những kiến thức chuẩn

bị về tập Ass, tập Supp, môđun Ext, đối đồng điều địa phương, đối đồng

điều địa phương suy rộng, dãy chính quy, độ sâu, phức Koszul, đồng điều

và đối đồng điều Koszul. Chương 2 trình bày kết quả chính của luận

văn về chứng minh chi tiết cho các Định lý 0.0.1, 0.0.2 và 0.0.3. Sau mỗi

định lý ta trình bày các hệ quả quan trọng thu được.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, ta luôn giả thiết R là vành giao hoán Noether, I là

iđêan của R và M,N là các R-môđun.

1.1 Iđêan nguyên tố liên kết và giá của môđun

Định nghĩa 1.1.1. (Iđêan nguyên tố liên kết) Một iđêan nguyên tố p

của R được gọi là iđêan nguyên tố liên kết của M nếu tồn tại một phần

tử 0 6= x ∈ M sao cho (0 : x)R = AnnR (x) = p. Tập tất cả các iđêan

nguyên tố liên kết của M được kí hiệu là AssR (M) hoặc Ass (M).

Định nghĩa 1.1.2. (Giá của môđun) Kí hiệu

Supp (M) = {p ∈ Spec (R)|Mp 6= 0},

ta gọi là tập giá của môđun M . Đặt V (I) = {p ∈ Spec (R)|I ⊆ p}. Khi

đó Supp (R/I) = V (I). Hơn nữa nếu M là R-môđun hữu hạn sinh thì

Supp (M) = V (Ann (M)).

Sau đây là một số tính chất của tập các iđêan nguyên tố liên kết và

giá của môđun.
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Mệnh đề 1.1.3. (i) Nếu p là phần tử tối đại của tập

{Ann (x)|0 6= x ∈M}

thì p ∈ Ass (M). Do đó Ass (M) 6= ∅ khi và chỉ khi M 6= 0.

(ii) Cho p ∈ Spec (R). Khi đó p ∈ Ass (M) nếu và chỉ nếu M có một

môđun con đẳng cấu với R/ p.

(iii) Tập các ước của không của M , kí hiệu

ZdvR(M) = {a ∈ R | ∃x ∈M,x 6= 0, ax = 0}

là hợp của tất cả các iđêan nguyên tố liên kết của M . Hay

ZdvR (M) =
⋃

p∈Ass (M)

p .

Mệnh đề 1.1.4. (i) Nếu M là R-môđun hữu hạn sinh thì Ass (M) là

tập hữu hạn. Hơn nữa, Ass (M) ⊆ V (Ann (M)) và mỗi phần tử tối tiểu

của V (Ann (M)) đều thuộc Ass (M). Do đó
√

Ann (M) =
⋂

p∈Ass (M)

p.

(ii) Ass (M) ⊆ Supp (M). Hơn nữa, mỗi phần tử tối tiểu của tập

Supp (M) đều thuộc tập Ass (M).

(iii) AssRp
(Mp) = {qRp | q ∈ Ass (M), q ⊆ p}.

Mệnh đề 1.1.5. Cho 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 là dãy khớp các

R-môđun. Khi đó

(i) Ass (M ′) ⊂ Ass (M) ⊂ Ass (M ′) ∪ Ass (M ′′).

(ii) Supp (M) = Supp (M ′) ∪ Supp (M ′′).
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